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�� �������� ��� �������� ���� �������������� ������ �� ������� ���� ��� ���������
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��� ��������� �� ��� ����� ���������� �� �������� ���� ������ ������������ ���� ���������
���� ���� ������� ����� ����� �� ��� �������� ���� ���� ����� N ������� ���� ���� �����
2N ������ ��� �������� ������ ���� ���� ����� N ������ ��� O(N) �������� ������ ���
������ ���� ���� ����� �� �� (4N − 2) �������� ������ ���� ������ �� ��� �� ������� ��
������� ��� �� �� ��� ���������� �� ����������� ��� ������ �������� ��� ���� ����������
��������� �� ������� ��� ���� ���� ��� ������� ���� ��� N ����� (m, i) ����� m �� � ������
���� �� � ���� ��� i �� ��� ����� ����� �� ��� ����� �� �� ��� ������ �� ����� ��� �� ���
������ ����� ������� ���� ����� ������� ���� �� ��� ���� ���������� �� �� �� �������� ����
��� ��������� �������� ��������� ��� ������ ���������� �� ��� ���������� � ������ �������
��������� �� ������� � �� �� ����� ������ ��� �� �� �������
��� �������� ��������� ������ ������ ���������� ������
������� ��������������
��� � ������ ��������� ������ ��� �� �������� ���������� �� � ������ � ������ ������ �� ���
���������� ������������� ������ �������������� ������� ����� ������� �� ���� ����� ��
� ����� ��� �� ���� ���� �� ��� ��� ����� ��� ������ �� ���� ��������� �������������� �����
��� �������� ��������� ������ ������ ���������� ������������� �������������� ��
���� ��� ���� ���� ���� �������� ���� �� ��� � ������ ������ ��� ��� � ������ ������� ���
��� �������� �������� ����� ��������� � ���� �� ��� ���� ���������������
T:root
������ ���� � ������� ����� ���������� ������������� �������������� �� � ����� �����
���� ��������� ������� �� ���� �����
������ �� ��� ������ ������� � ������� ����� ���������� ������������� �������������� ��
� ���� ������� ����� ���� ������� �� ��� �������������� ���� � �������� ��� ���� ����� �������
����������� ����� ��� �������� ��� ����� x.p ���� ��������� x.lc ������ ���� ��������� ���
x.rs ������ ����� ��������� �������� ������������ �� ��� ������� ���������� ��� �������������
�� � �����
��� ������� �� ��� ������ �� � ���� �� ���� ��������� �� ��� ����������� ����� ���������
���������� �� ��� ����� ��� ������ ���������� ���� ��� � ������ �������� ������ �� ��������
� �� ������ ������� ��� ������ ����� ���� �������� �� � ���������� ��� �� ������������� ��
���� �������� �����
�� ������� ��� �� ���� ��������� � �������� ��������� �� ��������� ��� ������� �����
���� �� ��� ���������� ���������� � ������ ������� ��� ������� ����� ���� ��� ���� ��
����������� �� ��� ���������� ���� �������������� ������� ������ ��� ����������� ��
����� �� ����� �� ���� ������������ �������� �� ������ �� ��������� �� ��������� ����
��� ���� �������������� �� �� ���������� ���������� � ������ ������� ��������� �� ��
��� ����� �� ���� ������ ����� �� �������� �� �� ������� ��� �������� ���������������
�� ����� ���� ������ ���� �� �������� � ����� ��� ������ �� �������� ������ ������ ��
������� ����� �� �������� ��� ���� �������� �������� ��� ���� ������� ���� ���� ��
��� �������� ��������� ������ ������ ���������� ������������� �������������� ��
��� �������������� ������� �� ������� ���� ��� ���� �� ��� ��� ������ ������������ ���
��� ���������� ������� �� ��������� ���������� ��� �������� ������ �������� ��� ������
�������� ��������� ��� ��� ���������� � ������ ������ �� ��������� �� ������� � ���� ��
������� ��� ������ ��� ���� ������� ������ ��� ��� ����� ��� ���������� ���������
��� �������� ������ �� ���������� �� ���� ����� �� �� ������� ��� ���� ����� ���
������ �� ���� �������������� �� ����� ���� � �� ��� �������� ��� ������������� ��� ��
���� � ������� ��� ���������� �������� ���� �� �� ��������� �������� �� ����� ����� �� ���
������ ������ ��� ��������� �������� ���� ��� �� ���� �� ���������� ���������� �������
����� ���� ���� ������� ���� ������ �������������� �� ����� ���� ����� ���� ������ ��
���� �� ������� ���� ����������� �� ���� ���� �� �� ��� ����� ���� ����� �� ��� �������
������� �� ���������� ���������
������������ ���� ��� ��������� ��������� �� ��� ��� ���� ��� � ������ ������ �� ���
�������� ������ ���� ��� ���� ���������������
�� � ������ �������� �� ��� ���������� �������� ������ ��� ��� �������� ���������� ��
��� �������� �� ��� ���� ��������������� ������ �������� ���� ����� ���� � ������
�������� ��� ������ �� � ������������ �� � ���� ����� � ������ ���� o → p�� �� �� �
�������������� ����� � ������ ���� q → r�� �� ��� �� � ������������������ ���� �� ��
���� r → s�
��� �������� ������� �� ��� ���������� �������� ������ �� ��� ���������� �������� �� �
�������������� �������� ��� �������� ���� �� ����� ���� �������� ���� b→ m ����������
�� � �������������� ������� ������� �������� ���� h → m ���������� �� � ���������
��������� ��������
���� � ������ �� �������� �������� �� ��� ���������� �������� ������ ��� �� �������� �� �
����� ����� �� � ����� ��� �� ���� ��� ������� ������� �������� �� ����� ��� ����
� ������ ������� k → m ������ �� � ���� ���� �� � ������ ������ ��� �������� �������
h → m ������ �� � ���������������� ��������� ���� �� � ������ ������ �� ��� �����
����� ��� ������� �� ���� ������ �� � ���� ���� �� ���� ��� ����� ���� ���� ���
��� � �������� ���� ������ �������������� ��������� ��
������� ������ ������� �� ��� ������������� �� ���� ������ �� ��� ������ �� ��� �����
������ �� �� � ����������� ����� �� ��� ����� ������
������� ������ �� ��� � ������ ������ �� ��� ������� �� ������ ������ �� �� ���� ����
��� �������� ������� ��� �������� ����� �� ��� ���� �������� ���� ����� �� ����� �����
����� ������� ������������ ��� ���� ����� ��� ��������� �� ��� ��� ���� ���� �� ������
���� �������������� ����� ���� ��� �������� ��� ���� ������� �������� �� ���� �������
� �� ������ ���� �������������� �� � ���� ���� i �������� ����� ��� L ���� ������ ���
2 ∗ (i+L) ��������� ������� ��� ���������� � ������ ������ ��� ��� ���� ���� ���� ���� i
���������
��� � �������� ���� ������ �������������� ���������
�� ���� ������� �� ������� � �������� ��������� �� ��������� ��� ������� ����� ���� �� ���
������������� ���������� � ������ ������ ������� ��������� � ����� ���� �������� ����
������ �������������� �������
�� ���� ����������� ������� ��� ������� ���� ���� ������� ��������� �� ���� ���������
��� ��������� ��� ������ ��������������� ��� ��� ������ ��� ����� �� ����� ����
������� � ������� ����� ���� Tp �� �� �� ����������� �� ��� ���������� ���� Ti ����
� ������ ������� ����� ������ ��� ���� ���� �������� �� ����� ������� � �������� ���������
�� Tp� ����� ������ ���� ���� �������� ���� n �� ��� ���� ������ ��������� nl ��� ni�
������������ ������������ ��� ������ �� ���� ����� ��� ������ �� �������� ����� �� ���
�������� ����� ������ ��� � ������ ��� ���� ������ nl = 1 ��� ni = 0� ������ ni ��� nl
�� ���� �������� ���� �� Ti ��� �������� �� � ������������� ������� ���� ������ ��
��� ��������� ����� � ������ ���� ������ tnn ������������ ��� ����� ������ �� � ����
�� ��� � ������ ������� ��� ������ ����� �� ������� ��� ���� ������� �� ���� tnn �� Ti�
�� �� ����� ��� ������ �������� � �������� ��������� �� Tp� ����������� ��� ����� ����
�� ������ �� tnn� ��������� ��� ����� ������ �� �������� ��� ���� ����� �� ��� prefix ��
���� tnn �� ��� � ������ ������� ��� ����� ������ �� �������� ��� ���� ����� �� � �����
�� �������� ������������ ���� ��������� nit ��� nlt�













������ ���� � ���� �� ��� �������� ���� ���������� ���� ��������� �� � ������ ���� �������
��� ����� ������ ������������ ��� ��� ����������������
��� ������ tnn �� ������ �� ��� � ������ ����� �� ������ ������ �� ��� ������ ������
����� � ��� ������� ���� �� tnn = 0 �� ����� �� � ������ ������ ���������� ��� ���� ����
�� Ti�
��� ����� ���� �� ���� tnn �� ����� �� � ������ �� �������� ������� �� ���� ���������
��� ���� �� �� � ������� ����� ����� ���� �� ��� father ���� �� �� ����� ��� � ���� ��������
prefix ��������� ��� ������ �� ����� ������� �������� �� ������� �� ��� ������ �� tnn =
prefix + 1 ��� ������� ���� �� ��� ������ ����� ��� �� ���� nit ��� nlt ��������� ���
������� ������ �� ����� �� ���� ���� �� ��� ������ ���������� �� ����� ��� ����� �����
���� ���� �� ������ �������� ��� ����� ���������� ��� �������� � �� ���� ���� �� ������
������� ��� �� ��� ����� ����� �� ��� ������ ����� �� �� �� ���� �� ����� � ������� �����
���� ���� ��� ������� ������
���� ��� ������ ���� �� ����� �� ��� ������� ��� ���� ������� �� ��� ������ ������ ��
�� ��� ������ ��� ������ �� ������ �� ��� ����� �� �� ��� ���� �� � ����� ��� ��� ������
�� �������� ����� �� ��� ����� �� �� ��� ���� �� ���� �������� ����� ��� ��������� ���
���� ������� �� ���� ��� ���� ���� Tp �� Ti �� ��� ������� ��������
�� ��� ������� ��� ������ �� ����� ������� �� � ������ ��������� ��� tnn �� O(h)�
����� h �� ��� ������ �� ��� ����� ����� ��� ���� �� ������ �� ����� ������� ��� ����� ��
�������� ����� �� �� ����� ������� ��� ��� ������� ���� �� O(logN) ����� N �� ��� ������
��� � �������� ���� ������ �������������� ��������� ��
�� ������� ����������� p ���������� ����� ��� N ���� ����� �� �������� ���� ��� ��������
�������������� ��������� �� O((NlogN)/p)�
��� � �������� ���� ������ �������������� ��������� ��
��������� � �������� ��������� ���� �� �������� �������
�� ��������� ��������������������������
�� ����������� ������ ���� ������ ���� �� ���� �������
�� ���������������� � ������� �������
�� level ← 0
�� ������ ����������� �
�����������������������������������
�� ������ ������������ ����������������������
�� �� (threadIdx.x = 0) && (blockIdx.x = 0) ����
�� ��������� ���� �����
�� ��� ��
��� tnn← 1 + thGlobalIdx � ������ ���� ������
��� ����� tnn < nnodes ��
��� �� ������� ���� � ������ �� ����� �������� �� ������
��� parent← rootIndex � ���� �� ��� ���� ������
��� bn← 0 � ������ �����
��� nlt ← nit ← prefix← 0
��� level ← 0
��� ��
��� �� ������ ���� �� ���� �� ��� ��� prefix
��� cnn← child[parent ∗ 8 + bn] � ����� ���� ���
��� �� tnn = (prefix+ 1) ����
��� prefix← prefix+ 1
��� ���� �� is�a�leaf(cnn) ����
��� nlt ← nlt + 1
��� prefix← prefix+ 1
��� bn← bn+ 1
��� ���� �� ��� > ������ � ������� � �������� ����
��� nit ← nit + ni[cnn]
��� nlt ← nlt + nl[cnn]
��� prefix← prefix+ ni[cnn] + nl[cnn]




��� nit ← nit + 1
��� prefix← prefix+ 1
��� level ← level + 1
��� ��� ��
��� ����� tnn �= prefix
��� address← (nit + 1) ∗ nwords(internal�node�t)
+ nlt ∗ nwords(leaf�node�t)
��� �� ����� ��� ���� �� ���������� ���� �������
��� �� �� ��� ������� ��� ����������� ����� �����������
��� copyNodeF ields(tnn, address, level)





���������� �� ������� ��� ������
��������� ����������
�� ���� ������� �� ������� ������� ������� ��� ���������� ��� � ������ ������ �� ����
���� ����������� �� ���������� �� ���������
��� ��� �������� ������ �� ������ �������� �������� �� ��� ��� �� ��� ���� ��� ��
��� ��� ������� �� ����� ��� ������� �� � �� ������� ���� ��� �� �������� �� ���
������ ��� ������������ ���� ��������� ���� ��� �� ��� ������� ����� ���������
��� ����� �� ����������� ���� ��� ���������� �� ��� ���� ����� ������ �������� �� ���
����������� ��� ������� ������ ��������� �� �������� ��� ������ ��� �� ��������� ������
��� ������� ����������� �� ���� �� � ���� � �� ������� ����� �� ���� ��� ���� �������� ��
����� �� ��� �� ������� ���� ���� ��������� ���� �� ��� ����
������ ������ ������� ��� ���� �� ��� �� ������� ����� �� ��� � ��� �� �������� �������
���� ������� �� �������� �� ���� �� ������� ����� ��� ����� ������ ����� ��� ��� �� ������
��� ������� ����������� �� ��� ������������������ ������ ��� �������� � ������� �����
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��� ����� �� ������ ��� ��������� ��� � ������ ���� ���������� ��� � ������ ������ ���������
�� �������� ��������� ����� �� ���������� �� � ������ ������������ �� ����� �� ������
������ ����� ��� ��������� ������ ����� �� �������� �� � ����� ������� ������ ��� �� ��� ����
����� �� ������� �������� ���� ���������� �������� ��� ���� �� ������� �� ����� �� �������
�� ������ ��� ��������� ������ �� ��� ���� �������� ����� �� ��� � ������ ���� �� ���������
���� ��� �� ������� ���� �������� �� ��� ������ ������ ���� ��������� ����� ��� �������� ��
��� ���� ������ ����������� ��� ���� ����� ���� �� ��������� �� ��� ������ ����� ��� ����
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������ �� ����� ������� �� �� ��� � ���� ��������� ������ �� �������� � ��������� ������
�� �� ���� �� ��� ���� ��������� ������� ���� ��� ��� ���� ��������� ������ �������� ����
������ �� ����� ��� ��������� ������ �� ��� ������ ������ �� ���� ������ ����� ���� ����
�������� ��� ����� ���� ��� ��������� ������ ������ �� ������� ��� ������ �� ���� ���
���� ��������� ������ �� ���� ������ ���� ������� ��� ��������� ���� ����������� �� ���
����� ����� ��� ������ ���� ��������� ������ �� ���� ���������� �� ��� ����� ���� �� ���
�� ������� ����� � �� ��������� ��� �� ��� ����� ���� �� ���� n ���������� �� ��� �� �������
����� ����� n �� ��� ������ �� �������
��� �������� ���� ��������� ��� ������ �����������
����� �������� ���� ��������� ���������
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��������� ��� ���� ��������� ��� ������ ������� �� ����� ���������� �� ��� ���� �� ���� ���
������ ����������� �� ��� ������� ���������� ���� ������ �� ���� ���� ���� �� ���������
������ ��� ���������� ��� ���������� ���� ��������� ��������� ��������� ��������� ��������
���� ��� ��� ���� ���� ��� ������ ������������� �� ��� ����� �������� �� ��� ���� ��� ����
�������� �� ��� ���� ������ �� ��� ��������� ��������� ��� �� ��� �������� ������������� ��
��� �� ���� ��� ����� ������ �� ������������ ��������� ��� �� ��� ���� ��� ���� ���������
�� ����� ������ �� ������� ������ ���� ������ ���� �������� �� ������ ���� ���� �����
������ ���� �� ���� ����� ��������� �� ��������� �� ������� ���� ������������ ���� ��������
���� �� ������ � ���� ������� ���� �� ��� �� ������ ���� ������ �� ����� ��� ������ ��
� ��� �� ������� ������ ������ ������ ����� ���� ������� ���� ������ ������ ���� ��� ��
������ ������ � ������ �� ������� ���� ������� ����������� ������ ����� ������� �����
��� �� ���� ���������� �� �� ����� ���� ���� ������� ����������� �������� ����� �������
��������� � ���� � �� ������ �������� ��� ������������ �� ������ ��� ��������� ��
� ���� ���� F �� ��� �������� ���� n �� ��� ���� �� nodeg(n, F )� ��������� ������ ��
������ ������ ��� ����������� �� ������ g� ��� ����������� ��������� ��� ����� ������
���������� ��������� ������ �� ���������� ���� ���� �������� �� ��� ���� ��� ������� ��
#pragma unroll $wwarp �� �������� �� ������� ���� ��������� ������� �� [$w] ��� ������
��������� ���������� �� ��������� �� ������ ������� ������������ ��������� ���� ���������
��� ������� ������ �� ��� �� ������ ���� �����
��� �������� ���� ��������� ��� ������ ����������� ��
��������� � ������ ������ ����������� ���� �������� ���� ����� ���
�� ��������� ���������������������������������
�� k ← thGlobalIdx ∗ $WWidth � ����� �� ������ ���� �����
�� ����� k ≤ nbodiesg ��
�� ������� ������
�� ������ � � ��� ���� ��������� ������ �����
�� �� ��� ��� ����� ��� ����� ������� ������ ���� �
�� i[$w]← dataRemappingIndexg[k + $w]
�� refX[$w]← posxg[i[$w]] � ���� ��� ������
�� refY [$w]← posyg[i[$w]] � ����� ����� ������
��� refZ[$w]← poszg[i[$w]]
��� ax[$w]← ay[$w]← az[$w]← 0.0f � ����������
��� �
��� n← nwords(internal�node�t) � ���� � �� ���� ��� ������ ������ �� ���� ���� ��
��� ����� n ≤ end�of�tree �� � ��� ������� �������� ������ ����
��� mass← nodeg(n,MASS)
��� ������� ������ � ������� �������� �������
��� ������ � � ��� ���� ���������
��� dx[$w]← nodeg(n,X)− refX[$w]
��� dy[$w]← nodeg(n, Y )− refY [$w]
��� dz[$w]← nodeg(n, Z)− refZ[$w]
��� dist�sq[$w]← dx[$w] ∗ dx[$w] + dy[$w] ∗ dy[$w] + dz[$w] ∗ dz[$w] + epssqg
��� � � COV �� � �������������� �����
��� COV ← nodeg(n,COV ) � ����������� ����� COV �� ���� ������� �����
��� �� is�internal�node(n) ����
��� skip← nodeg(n, SKIP�LINK)
��� ��� ��
��� �� is�leaf�node(n) ||
������������( dist�sq[$w] ≥ COV )
��� ���� � ��� ������� ����� �� �������� �������
��� ������� ������ ������ � � �� ��� ���� �� � ����
��� tmp← rsqrtf(dist�sq[$w]) � ��������� ������
��� tmp← mass ∗ tmp ∗ tmp ∗ tmp
��� ax[$w]← ax[$w] + dx[$w] ∗ tmp
��� ay[$w]← ay[$w] + dy[$w] ∗ tmp
��� az[$w]← az[$w] + dz[$w] ∗ tmp
��� � � �� ��� ���� �� �
��� ���� � ����� �������
��� skip← n+ nwords(internal�node�t)
��� ��� ��
��� �� is�internal�node(n) ����
��� n = skip � �� �������� ����
��� ����
��� n← n+ nwords(leaf�node�t) � ������� ����
��� ��� ��
��� ��� �����
��� ������� ������ ������ �
��� � ������ ����� ����� ����� ������ ��� ��������� ���������� ������ ��� �
��� � ����������� ��� ���� �������� ������������ �� ������ ���� � �
��� ��� �����
��� k ← k + thGlobalStep ∗ $WWidth � ������ ����
��� ��� ���������
��� �� ������ ����� ��� ��
����� ���� ������� ���������
�������� �������� ��� ����������� �� ��������� ��� ���� ������� ��������� �� ���������
������ ���������� ��� ���������� �� � ������� ���� �� ������� �� �� ��� ������ �� ��� ���������
������ ��� ������� ���� ����� ���������� ������ ������ �� ��� ��������� ���� �����
�� ���� ��� �������� ���������� ������� ��� ���� ����� ���� ������� ����������
d > l
θ
� ���� � ��������� ���������� ����� d �� �������� ���� � ���� �� ��� ������ ������
�� ����� l �� ��� ���� �������� ����� �������� ���� ������� ��� θ �� ��� ������� �����
���������� ����� 0.0 ≤ θ ≤ 1.0� ��������� θ = 0.5� �� �� ����� ���� ����������� ��
������ �� ��� �������� ��������� �� ������������� ���� �� ��� ����������� �������� ���
�� ������ ���� ��� �������� �� ���� ������� ����� ������ ����������� �� ������� �������
������������ ���� ������� ������ ����� ��� ������� ���� �� � ������ ������� ��� ������
������� �� ����� � ������������� COV �� ���� �������� ���� �� ��� � ������ ������� ��
����� ��� �� ����� ��� ���� �� ����� ��� �������� ������ ���� ������ ���� ��� ��������� �� ��
����� ���� �� ����� �� �������� ������ ����� ��� ������ �������� ��� ����� ��� ����
�� ��������� � ����� �� �������
��� �� ������ ���������
������ ���������� ������ ���� ������� ��� ������� � ����������� ������ ����� �������
���� �������� ��������� ������ ����� ��� � ��������� ���� ���� ������������ ���� �����
��������� �������� ��� ������� ������� �� ������� ���� ���� �� � �� �� ���� ������������� ��
��������� ��������� ���� ������ ���������������� �� ���� �������� �� �� ��� ��� �� �����
������� ������ �� ��������� �������������� ��� ������������� ���������� �� ���� �����
���� ����������
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����� ��� ������� ������ ��� ���� ����� �� ���� �� ����� ������ ����� ������� ������ ����
���������� ������� ��������� �� ������ ��� �� ��� ����������� ������ �� ������������ ���
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��� �� ������ ����� ��� ��
���� ������ ����� ��� �� ������ �� ������ ��� � ����� �� ������������ �� �� ��� ����
������� �� ��� ���� ������������ ��� ����� ������ ���������� �� ��� ����� �������� ��
�������� �� �� ��� ��������� �� �������� ������ � ��� ����� �� ������ �������� ������
������ ����� ���� ���������� ���� ��� �� ���� �� �������� �� ��� �� ����� ��� ��������
�������� ������� ������ ��������� ��� �� ��������� �� ����� ��� ���� ��������� � ����
���� ������ �� ���������� ������ ��������� �� ������� ��� ��������� ����� ��������� ��
�������� ������ ���� ��� ���� ��� �������� ������ ������ �� ���� ������� ���� �������
���� ��������� ��� ��������� ������� ��������� �� ��� ��������� �� �������� ������ ���
���� ��� �� ������� ��� ���������� �� ����� ������������ ������ ������ �� ���� ���
��� ���� ������ �� ��� ������ ��������� ��� ���������� ��� ����� ������� ���� ����
�� ������� ���� ������ ����� ���������� �� ��� ��������
����� ���� ���� ����������
����� ������������ ������ ������ ������� ������ ����� ����������� �� � ��� ������ ����
���� �� ������ ���� ������ ������ ��� ������� ��� ������� ������ ������ ���������
��������� �� ��������� ���� � ������� �������� �� ��� ������ �� �� �� �������� ����
���� ��� ��������� �� ������ � �������� �� ���� ���� ������������� �� ���� �� ������
� ����� ����� $wwidth ���� �� ���� �� ��� ������� ��� �� ������ ����� ���� ��� $wwidth∗
warpSize ������ ������ ����� warpSize �� ��� �������� ���� ������ �� ��� ��� ����
����� � �� ���� � �� ������ ���� ���� ���� � �� �� ��� �������� ���� ������ ���
�������� ������ ������� � ������ ���� ���������� $wwarp ������� �� ����� wwarp = 5
���������� ���� ��� �� ��� ���� � �������� ������� ���� ����� ��� �������
�������� �� ����� �� ���������� ���������������� ��� ���� ��� ��� ������� ������
�������� �� ���� ������ ����� �� � �������� �� ��� ���������� ��������� ����������
�� ��� ���� ��� �� ����� ��� ���� ���� ������� ����������� ������ ����� ��������� ���
�� �������� �� ��������� � ������ ������ �� ����� ���������� ��� ���������� ��� ���������
�� ��� ���� ��������� ��� �������� ���� � ������ �������� ���� �� �������� ������
��� �� ������ ����� ��� ��
����� ���� ���� ���������� ������ ���������� ������� ��� �������
��������� � ���� �� ������ ���� ������ ���� ����� ����������� �� ������� ������ ������
��� ������� ����� �� ����� ����� ��� �������� �������� tmp ��� �� ������ �� ��� ����� ��
���� ������ �������� �� ���� �� ����� ���� ���� �������� ������ ��� ����� �� ������� ����
����� �������� mass �� ���� ������� �������� ���� �� � ������ ������ �� ��� ����� ��� ��
������ �� ��� ���� ���� �������� ������� ��������� ������� ������� �� ��� ���� ���� ��
�������� ���� ����� ������ ��� ������ ������ ��� ���� ����� ���� ������ ��������� ���
���� ������ ������ ����� ��� �� ��������� �� ��� ���������� ������ ���� �� ����������
����� �� � ����� ��� �������� ������ �������� n ��� � ������ ����� ������ � ������ ����
����� ������ �������� tmp ���� ��� ���� � ������ ������ ��� ��� ����� �� ������ �������
��� ��������� ����������� ��������� �������� ��� ������� �� ��� ����� ������ ��� ���
�� ������ ��������� �� ����� ����������� �� ���� ����������� ���� �� ���������� ������
��� �� ����������� ����������� ���� is�leaf�node(n) ���� �� ���� ��� �������� ��� ��� ��
������� ������� �������� �������� �������� ������ ��� �� �������� �� ��� ����� ��� �� ������
���� �� � �������� ��� ���� �� ��� ������� ���� ��������
���� ���� ��������� ��� ��������� ���� [$w]� ��� ���� �� �������� �� �������� ������
�� $wwidth ����� �� ��� �������� ������ ��������� dist�sq, ax, ay, az, dx, dy, dz ��� ����
���� ��������� ������������� ��� ����� �� ��� ����������� ������ � ������ ����� ���������
��� �������� �������� �� �������� ��� [$w] ��� �� ���� �������� �� � ���� �����������
������� ���� ���� ������� ������ �� ��� ���� ���� ��� � ������� ���� �� ��� ��������� ���
�� ������ ������� ���� ���� ������������ ������� �� ��� ������� ������� ������ ���������
����� ���� ���� ������� �� ������ ������ ��� �� ���� ������ �� �������� ��� ���
������� ��������� �� ��������� ��� ������� �������� ���������� �� �� ������� ��� ���������
��� ������� ��� �������� ��� �� ������� ���� ��� ���� ������ ���� ������ ������ ������
������ ��������� ������ ��� ���� ��� �������� ����� ���� ���� ��������� ������ $wwidth
������ ��� �������� �����
����� ����������� �� ������� ������ ���� ���� ���� ��������� �� ���� ��� �� ����
�������� ����� ��� ������� �� ������� �� ������� ���� ������� �� ����� ������������ ����
���� $wwidth ���� �������� �� � �� �� ���� ����������� ���������� ������� ���������
��� �� ������ ����� ��� ��
��� ����� ������������ ����������� �� ���� ������ �� ���������� ������ ����� ������� ��
��� �������� �� ���� �� ��� ��������� �� ������� i[$w] ���� ������ dataRemappingIndexg
�� ������ ������� �� ���� �� ��� ��� ������ ����� k �� ��� $wwarp ����� w� �� �������
��� ������ ������� ���� ����� ���������� ������ ���� ������ �� ���� i[$w] ������ �� ���
�������� ������� ��� ��� ����� $wwidth ������ �� ������ ����� ����� ���������� �������
��������� ������ ���� � ������� �������� �� �� ���� ������ ���� ����� ��� ���� ���������
�� ����������� ��������� ��������� ����� ����� ��������� �� ������ ���� ��� ������� �� ����
���� ��������� ����� i[$w] �� �� ������ ���� ���� �� ���� ����� � ������ �� ����� $wwidth
�� ���������� ������ �� ���� i[$w] ������������
������� ����� ������� �� ������� ������ ��������� ���� ��������� ���������� �� ����������
���� ��� ����������� �� ������� �������� �� ������ ������� �� ���� ����� ���� ���� �������
�� ������ ����� ���� ����� �� ������ ������ ����� ���� ���� ����� �� ������ ������� �� ���� ���
����� ������ �� ����� ��� ������ ������ �� � �������� �� $wwarp� ���� ��� �� ����� �� ����
������ ����� ���� ������ ����������� ��� �� ����� �������� ��������� ����� ��� ��������
��� ������ ������ ��� �������� ������ ���������� ������ �� ����� ������ ����� ����� �����
���� ����� ���������� �� ���� ������ �� ��� �� ������� ��������
����� ������ ���������� ������� ��� ���� ��������
����� ���������� ���� ���� ��������� �� ������� ����� �� ����������� �� �� �� ������ ����
�� ���������� �� ������ ����������� �� ��� ���� �� ��� �� ���� ���������������� �����������
������� ���������� ��� ����� �� ���� ������ ���� ������ ������� �� ����� � ��� �������
������� ��� ������������ �� ��� ��� ���������� ������ �� ��� �������� ���� ����� �� ���
������� ��������� �� ��������� ��� � ������� ��������� ��� ������� �� ��� �� ������ ����
���� ���� ����� �� ���� ��� ��� ���� ��������� ���� �� ��� ����� ���� �������� ������
��������� ��� ���� ������� ��������� ����� �� �� ��������� � � ��� ��� ������� ������� ��
�� ����������� ���� ����� � ���� ��������� ��� ���� ��������� �� ������ �� ��� ������� ��
��� �������� ���� ����� ��� ��all$wwide() ��������������� ����� �� � ���� ���������
�� ��� ��all() ���� ��� ������ �� ��� ������� ������ �� ��� ���� ���� ������� �� ����� �
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������ ���� �������� ����� ��� �� ������ ������ ���� ����� ����� ��� ��������
��������� ����� ��� �������� ����� ���������� ����� ��� ����� ����������
�� ������ ���� ����� ��� �� ��� ��������� �� ������ ���� ����� ��� �����
��������� �� ������ ���� �����
���������� ���������� ������� �� ���� ��� ������ ��all() �� ��any() ����
����� ������ ��������� �� �������� ����� ���� �� �� �������� ���� ������� ��
� ���� ���� ����� �� ���� �� ����������� ������ ���� � ��������� p ����� �
���� �������� v �� ������� �� p|v� ��� ���� ���� ��������� �� ��� ���������
��all$wwide(p|v) �� ��all( p|v[0] && p|v[1] && ... && p|v[$width − 1] )� �� ��
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������ ���� ������ ����� ������� ����� ��� ������ ������ ������� �� �������� ����� ���
���� �������� ������� ������� �����������
���� �� �� ��������� �� ��������� ��any$wwide(p|v) ����� �� �� ���� �������� ��
��any( p|v[0] � p|v[1] � ... � p|v[$width − 1] )� ����� ����������� ��� ��������� ���
�������� ������� �� ����������� ��������� ������� �� ���� �� �� ��������� �� ��� ���� ����
�� ��� ���������� �� �������� �� � ������� ����� ������� ���� ���� �� ��� ��������� ����
��� ������ ������ ����� n� ����� ��� ������ ���� ���� �� ��all$wwide() ��� ����� ���
��� ��������� ���� ��� ���� ���� �������� dist�sq�
����� ��� ����� ������� ���� ���� ��������� ����� �� ����� ���� �� ��� ������� �������
��� ������ � �������� ��� ���� �� � ������ �������� ��� ������ ��� ������ �� ���� ��������
���� ������� ������������� �� ���� �������� ��� �������� �� ��� ����� ����� ��� ��� �������
�� ��� ���� ���� ���� ������ ������ �������� �� ��� � ������ ���� ��������� �������� �
��� �� ��� ���� ����� ��� ��� ������ ���������� ���� ��� ��� �������� �� ������ ��������
�� ���������� �������� ���� ����� ��������� �� ���� ���������� �� ��������� ��������� ��
�������� ������ ��� �������� wwarp = 1 ��� wwarp = 4 ������� �� �������� �� ���
������� ������ �� ����������������� ��� �������������� ������������ ��� ��� ������� �����
��������� � ���� �� ������ �� ������������ �� �������� �� �� ����� ��������� ����������
��� �� � ���� �� ������������ ��� ������ ����� ���������� �������� ���� ������ ����
��� �� ������ ����� ��� ��
wwarp = 5 �������� ������ �������� �� ������ ���� ����� wwarp = 4 ��� ������� ��
����� ������
����� �������� �������� ��� ���� �� ������ �� ��������
�������
������� ��� ������� ��� ���� ���� ������� �� ���� ������ ������ �������� �����������
���� �� ����� �� �������� ������ ��� ��������������� ���� � ����� �������� ��� ���� ���
������� ������� �� ��� ������� �� �� ������ ���������� ������ ������ ����� ��� ����� ���
�������� ���������� ��� �� ��� �� ������� ��� ����������������
�� ��� �� ���� �� �������� �� �������� ��������� �� �� ���� �� �������� ��������� ��
��������� ������ ��� ������ � �� � ������ �� � �������� ������ ������ �� ��� ����� ����� ���
�������� �������� ���� t ������� ������� �� ��� �� ������ ���� ����� ����� �� ����� ����
���� t �������� �������� ������� ������� ������� ��� ����� �������� ���������� ���������
��������� ���� �� ��� ��������� ��� ���� ������� ���������� ��� ��������� ������ �� �������
������� �� ��� ��������� �� ���������� �� �� �������� �������� ����� ����� �� ���������
�� ��� tmp �������� ��� ���� �������� �� � ������ ������ ������ ���� �������� ������ ��
��� ��������� ����� � ���� �������� �������� �������� ���� ���� ����������� �������� ����
������������ �� �� ������ �� ��������� ���� �� � �������� ������� �������� ����� ������
����������� ����� ������������ ��� ������� ������ �� ��� ��� ���� �� ������ ��������
������� ��� �������������� ������ ����� ����� ��� �� �������� �� ��� �������� ������
���� ����� ���� ��������� ��� ������ ��� ������ ���� �������� � ����� ������ ��������
�������� ��� ��� ������� ����� ����
�� ��� ��������� ������ �� ��� ��� ���������� ������� ����� ������ �� ���� ����� �����
��� ���� �� ������ �� ������� �� ����� �� ��� ���� �� ������ �� �������� �������
��������� �� ��� ��������� ��� ��������� �� �� ���� �� �������� ��� ���� ������� �����
������������� ������ ����� ��� ����� ��� ����� ���� ������� � ���� �� ������ ��
�������� ������� ��� �������������� ����� �� ����� ��� ������� ������� �� ����������
��� ����� ���������� �� � ������ ������ �� �������� �������� ������� ��� ����������
������ �������� ��� �������� �������� ��� ��������� ������� �� ����� ��� ����� wwarp = 5�
��� �� ������ ����� ��� ��
�� ������� ���� ��� ���� �� ������ �� �������� ������� ��� ����� �� ����� ��� ���
�� ��� �������� �� �� � �������� ������ ������� ��� � ����� �� ���� �������� ������� ��
��� �������������� ������ ����� �� ������� �� ��� ���� �� �������� ������ ��� ������ ��
�� ������ ������� ��� �� �� �� wwarp = 5 �� �� ������� �� ��� ����� ����� �� ��������
����� �������� ����� ������ ���������� �� ���������� ������� ������ ����� �� ���� ��
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Rd ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ���� Rd �������� ������ ��� ��������� ������ ����� ��� ���� ���� ��������
������� ��� �������� �������� ������
�� ������� ���� ���� $wwitdh �� ���� ��������� ��� ������� ������� ������� � ������
���� t �������� ������� ���� wwarp = w� ���� ������ ����� s ������ ��������� ��� n ������
���� �������� ���������� ��� ����� �������� ������ Rd �� ����� ��� Rd = t∗(s+w∗n)� ���
����� ���� ���� t∗w �������� �������� �� �������� ������ ������ �� ��� Rd = t∗w∗(s+n)�
������ ��� ��������� ������ �� ����� �� �� ���� s = 7 ������ ��������� ��� n = 11 ������
���������� ����� ��� ������� �������� ������ ��� w ������� ���� �� ������� ����� ����
��� �� ������ ����� ��� ��
�� �� ��� ���� wwarp = 6 ��� ��� �� ���� �� ������� ���� ������ �� ����� ��������
��������� �� �� ����� ��� ���� �� ��������� ��� ������ ������ ����� �� ��� ���������
�������� ������ ��� ��� ���������������� ����������� ������ �� ����� ��� ��� ������� wwarp
������ ����� ���� �������� �������� ������� ����� �� �� ����� ���� �� ���� �� �����
����� ��� �������� ������ ��� wwarp = 5 ��� �� ������������ �� ������ ����� �� ���
�������� ��� ���� �� ������ �� ��������� �� ��� ��� ����� �� ����� ���� �� ���� ��
����� ��� ������ �� �������� �������� ����� ��� �������� ��� �� �������� �� ����� ��� ��
��� ��� ���� ���� ����� ������� ����� ��� ���� �� ������������ �������� ������ �� ��
����� � ���� �� ������ �� �������� ������� ��� �� ���� � ��� ����������� �� ��� ��������
���� �� ��� ���� ������� �� ����� ������ ���� ��� ������ �� ������� ������� ���� ��� ��
�������� ����� ��� �� ���� ������ ���� ���� ����� ������� �������� ������
�������
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��� ��� ��� ���������� ��� ���� ���������� �� ��� ������� �� ���������� �� ���������
������� ��� ��������� ������� ���������� �� ���� �������� ������� ��� �������� ��� ���
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Tree Building
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Tree Traversal in Bonsai program [Bedorf et al.] theta=0.5
Tree Traversal [Burtscher&Pingali] version 3, theta=0.5
Implicit Tree Traversal, wwarp=4, theta=0.5
Implicit Tree Traversal, wwarp=4, theta=0.75
Traversal Speedup WWarp over Bonsai program [Bedorf et al.]
Traversal Speedup WWarp over [Burtscher&Pingali]
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���� ������ ������������� ����� ��� � ������ ������ ��� �������� �� ������ ���� �����
���� ������� ����� � �� � ������ ��� ������� �������������� �� �� ���� ���� ��� ��������
��� ������� �� ���������� ��� �������� ������ �� �������� � ���� �� ������� ��
������ ������������ ���� �������� ������ ��� ������ ���� ��� ���������� ���� ���
�� ��������� �� ��� ���� ���� ��� ������ �� ���� ���� ������ ���� �� ��� ������ ���
������ ������� ��� �� ����� ����� ��� �� �������� ��� ���� ����������� ��� ������
�� ������������ ��� ������� �� ��� ���������� ����������
��� ������ ����� ������� ��
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Baseline [Burtscher&Pingali] v3
������ ���� ������� ���������� �� ��� ��������� ��������� ���� ���������� �������
��� �� ��������� ��� ������� ���������� ��� �������� ����� �� ������ ����
������� �������� ��� ������� ���� ���� ������ �� ������ ������������
�������
�
� ��� �������� ��������� ��� ������
���������� �� ���������� ��������
�������
�� ���� ������� �� ������� � ��� ������� �������� ��������� ���� �������� ��������� ���
���� ������� �� ����� �� � ��������� �������� ������� ���� ��������� ������ ���� ������
��� ���� �� �� �������� ��������� �������� ��� ������ ���� �� ���������� ���������� ������
������������� ����������� �������� ��� ����������� �� ������� �� ����������� �������
���� ������������� �������� ��� ������ ����� �� ��������� ����������� ����� ����� ����
�������� �� ������� ����� ����� �������� ���� �������� ���������� ���� �� �� �����������
���� �������� �������� ���������� ����� ������� �� ������ ���������� ��������� ��������
�� ������� �������� ��� ������ ���� �� �������� ��� ���������� �� ���� ������� �� ����
���� ���� ������� ��� ��������� ��� ������� ����� �� �������� �� ��������� ���� �������
��������� �� ������ ������ �� ���� ����� ��������� �������� ������ ��� ��� ��������� ���
������ ���������� �� ���������� � ������ ������� �� ������ �� ������� ���� �� ������� ��
������� ��� ��� ������ ����� ������� �������� ���� ��� ��� �� ��� ����������
��
��� ��������� �������� ��� ������ ��
��� ��������� �������� ��� ������
������������ �� �������� ����������� �� ���� ��������� ������� �������� � �������������
�� �������� ���������� ��������� �� � ����������� ����� ��� ��� �� �������� ��� ������ ����
������ ������� ���� �� ���������� �������� ��� ������������� �������� ����������� �� ����
������� �� ������� ���� �� ����� � ������� �������� �������
���� �� ��� ������� ��� � ��������� �� �� ������ ������� �� ������� ���� ������ ���
��������� �� �� ��� ������� �� ���� ������� ��� ���������� �� �� ����� �� ������� ������
���� ��� ��� ���� �� ��� ��������� �� ��������� �� �� �� ��� ���� ��������� ������� �� �������
��
�� ��� � ������������ �� ��� �������� ��������� �� ���� ������� �� ���� ���� ���� ����
�������� ������� ��������� �� ��� ������� ���� �� ��� ���������� ��� �������� ��� ������
��� ��������������� ������ ���������� ����� ��� ������� ��� ���� �� ��� ��������� �� ���
���������� �� ���� �������� �� ������� � ����� ����������� �� ����� ��� ������ �� ��� ����
�������� ����� � ����� ��� ����� �������������
����� ��������������
��������� �������������� �� ��� �� ��� ���� � ������� ��� ������ �� �������� �����������
���� ���������� ��� ��������� ����� ����� ���� ���������� ��� ������� ����� ��������
���� �� �������� ����� ���������� ���� ���� ����� � ������� ����� �������� ����������
��� �� � ��������� ���� �������������� ���� �� ������ ���������� ��� ���� ���������
������ �� �����������
���������� ��� ������ ��� ���� ������ ����� ���������� ����� ������ ���� �� �� ���
������� ���� ����� � ������ ����������� �������� ⊕ ���� �������� i� ��� �� ������� ���
[a0, a1, ..., an−1] �� n ��������� ��� ������� ��� ������� ��� [i, a0, (a0 ⊕ a1), (a0 ⊕ a1 ⊕
a2), ..., (a0 ⊕ a1 ⊕ ... ⊕ an−2)]� � ������ �������� ���� �� ���� �� ��� ��������� ��
���������� ��������� �� ���� �� ��������� �� ������ �� ��� �������
��� ������ ������� ������ ��������� exclusive�scan� ���� ��� ��������� ��������� ����
����� ��� ��������� ������
��� ��������� �������� ��� ������ ��
���� ���� ����������� ����� ���� ���� ������ ���� ��� ������� ��� ������������� �����
������� �� ��� ������� ���� ���� ���������� �� ���� ����� �� �������� �� ∗result ��� ��� ���
�� init ��� ∗first �� �������� �� ∗(result+1)� ��� �� ���� ���� ������� �� exclusive�scan
������� ���� �� ��� ����������� �������� ��� �������� �� ������� ����� init� ���� ��� �����
��� ������ ��������� ��� ��� ����� ��� ���� �� ��������� ���������
��� ������� ����� ����� ������ V ������� ��� init = −2� ������� �� ������ PS ��
����������� �� ���� ������ ��������� �� ��� exclusive�scan �� �� ��������
�� [ � � � � � � � � � � � ]
��� [ �� � � �� �� �� �� �� �� �� �� ]
����� �� ��� ���� � ������������ �� ������� � ���� ����������� ��������� ��� ���
��������� �������������� ����������
��������� ����� ���������� �������������� ����������� ��� �������������� ���������
����� � ������ ����������� �������� ⊕ ���� ������� ����� I� ��� �� ����� �� n ��������
[a0, a1, ..., an−1] ��� ������� ��� ����� [I, (I⊕a0), (I⊕a0⊕a1), ..., (I⊕a0⊕a1⊕ ...⊕an−2)]�
�� ���� ���� �� ��� ������ �������� ���� �+� �� ��� ��������� �������������� ����������
��� ���������� �� �������������� ��������� �� O(n
p
)� ��� n �������� ��� p �����������
��� ���� � ������������ �� ���� �� ���� ���� ���������� ��� ��������� �� ���� ������
����� ������ ����������
������ ���������� �� ���� �� � ������� ��������� ���� �� ���� ����������� ���������
copy�if �� �� ������� �� ������ ����������� ���� ��������� ����� �� � ���� ����������
��������� �������� ��������� �� ��� ������ �� ����������� �� � ��������� ����� �� �����
������ �� ��� � ��������� ��������� P ()� ���� �������� �� �������� �� �� copy�if ������
�� ������ ������ � ��� �������� e ��� ����� P (e) ������� ����� ��� �������� ������� �
��������� �������� greater�0() ���� ������� ���� �� �� ����� ������� �� ������� ���� ��
��� ������ �� ����������� �� copy�if �� ������ �� ���� ��������� greater�0() �� �����
�� ������ � �������
�� [ � �� � �� � � � � �� � � ]
�� [ � � � � � � ]
��� ������� ����� ��
������� ������ ������� �� ���� ��������� ������ copy�if�stencil ���� � �������� �������
������ � �� ������ �������� �� ����� �� ��� �������� �������� copy�if�stencil �� �����
�� ���� greater�0() ��������� ��� ������� � �������� ������ � �������
�� [ � � � � � � � � � � �� ]
�� [ � �� � �� � � � �� �� � � ]
�� [ � � � � � � �� ]
������ ���������� ���������� ��� ��� �������������� �� ����� � ������������� ���
���������� �� copy�if ��� copy�if�stencil �� ���� ������ ���� ��� ������ �� ��������
�� ��� ����� ������� ���� O(n
p
)� ��� n �������� ��� p �����������
����� �������
������� �� � ������� ����� ���� �� �� � ������� ���� �� ���� �������� ����������� �� ���
�������� ���������� �� (key, value) ����� �� �� ��� �������� �� ���� ����� �� ������� ���
���������� �� ��� ����� ���� ���� ���� �� ��� ���������� �� ������� ��������
��� ������� �����
�� ���� ������� �� ��������� ��������� �� ����� ��� ������� ����� ��� �� ��� �������
��� � ������ ���� ������ �� ��������� ������ �������� ��� ����� �� ��� ��������� ����� ���
��������� �� ������� ���� �� ����� ���� �� ������ � ������� �������� ����� �� ���� �� ���
������� �� �� ������ �� ��� ����� ��������� �� ������� ����
������� ������ ������� �� ���� � ��� �� ���� ����� ������ �� �������� ��� ��� �������
�� �� ������� ��� ����� �� ��� ���� �� � ������ �������� ��������� ��� ���� ����������� ��
����� ���� �� ������� ��� �� ��� ��� ����������� �� �������� ������ ��� �� ��� ��� ������
����� ��� ������� ��� ����� ��������� ��� ��� �������� ����� �� ��� ��������� �� ���� ����
�� ���� ��� ���� ����� ���� ��� ���������� �������� �� ����� ������ ����� �� ��� ���� ������
����� �� ���� �� ����� ���� ������� �� ��������� ��� �� ���� ��� ���� �� ���� �������� ����
��� ��� ���� �� ���� ���� ����� ��� �������� ����� ���� ��� ���� ����� ��� ��� ���� �����
���� ���� ��� ���� ����� ��� �������� ��� ���� ����� ��� ���� �������� ������ ��� ������
��� ������� ����� ��
������� �� ��� ��� � �������� LCA.level(leafi, leafi+1) ���� ����� ��� �������� ������
�� ��� �������� ��� ������� ��� ����� �� ����� ��� ������ ������ ��������� ���������
������ �����
��������� ����� ����� ����� ������ ���������� ��� ��� ����� ��� ������� ��������
������ �������� �� ���� ������ �� ����� ���� �� ��� ���� �����
�� ���� ���� ��� �������� �� ���� ������� �� ��� ������ ����� �� ����� ��� ��� ����
����� ��� �������� ��� ���� ����� ���� ���� ����� ��� �� ���� ���� ������� ���������� ���� ��
������ ��� �������� ����������� ��� ���� ��� ���� ���� �� ����� ���� ������� ��� �������
������� ������
��� �������� �� ������� ��������� �� ��������� � ��� ����������� �� ����� ��� ���� ��
������� ����� ��� ����� ����� ��� ���� �� ��� ��� �� ���� �� ���� ����� �� ���� �� �����
��������� ��� ���������� ��� ����� ����� �� ������ ������ �� �������� �� ����� �� �����
�� ��� ������ �� ��� ����� ���� ����� �� ��� ������� ������ ��� ������� ������������ ����
��� ������������� ���� �� ��� ����� �� ���� ���� ������������� �� ���� �� ����� ���������� ��
��������� ��� ���� ����� ������ ��� ���� ����� ��� ������� ������ ����� ��� ������ ������ ����
����� �� ������ ���� ���� �� ��� �������� ��������� � ���������� �� � ����� �����������
����� �� ������ �� ��� ����� �� ����� ���� ��� ����� ��� ������� �� ������ ����� �� �����
������ ��� ������ ��������� ��� ����� �� ������ V �� ���� ����� ������������� �� ����������
����� ��� �� ��������� �� ��� ������ ����� �� ����� ���������� ������ PS �� ��� ����������
��� �������� ��� ������ �� ���� �� �������� ��������� �������������� �� ������ V ���� �������
����� −1� ������� ��� ������� ������ ���� �� ��� ����� ���������� �� ��� ��������� �� ����
� �� ��� ���������� �� ��� ������� ���� ��� ���� ����������� �� ���� �������� ��� ����
���� �� ��������� ��������� ����� ��� ������ ������ ���� ������ ��� ���������� �� ������
�� PS ������ ��� ���� ������
����� �� �� � ������ ����� −1 ����� �� ��� ������ ����� �� ���� �� ���� � �� ���
���������� ���� ��������� ���������� ���� ��� �������� ��������� �� ������ V � ���� �
����� ��� ���������� �� ��� �������� �� ��� � ������� �������� ��������� ��� ���� ������
�� ���� � ���������� ���� ��� ��� ����������� �� �������� �� ��� ����� −1 �� � �������� ����
�� ��� ����� ������ � ��������� ������ �������� �� ��� ����� −1 ������ ����������� ��
��� ������� ����� ��
����� ��� ��� ���� ����� ������� �� �� −1 �� ���������� �� ������ ���� ������� ����� �� ��
��� ����� ���������� ����� �
��������� � �������� �������� �� ������� ���������
����� � ���������� ����� �� ������ �� ��������
������� ������ ���� ������ ���� ������ �� ����� ���
���� �� �� �������� ����� �� ��� ���������
�� ������� �� ����� �� ��� ��������� ��� ����� ��� �������� ������� �� ���������
Vi ← LCA.level(leafi, leafi+1)� LCA.level �� ���� ���� ��� ��� ��������� �� � ������
�� �������� �������� ���������� �� ������ �� ������ V � �� ��������� ��������� ���������
���������� �� �������� ������� Vi ← Vi − Vi−1�
���� ���� V0 �������� ���� � ������ ����� � −1 ��� �������� ����� ��� ������
�� ��������� ����� V ������ �� ��������� ��������� ����� ������ �� ���� ���������
Vi ← (Vi > 0) ? (Vi + 1) : 1� �������� ������ ������ ����� ������ ��� Vi ��������
����� ���� � ����� �������� ������ �� � ������ ����� �� ������ ���� ��� � ����
�� ������� � �������� ��������� �������������� �� ������ V ���� ������� ����� � ��
��������� ������ ���
�� ������� � �������� ������� �� ������ �� �� ��������� ����� ��� ����� ����� PSi+1
�� ����������� ������� �� ���� leafi �� ���� ������ ���� �������
��� ���������� ��� ���������� �� ��� ���������� � ������ ������ �� ���� �������� �� ����
�� ���������� � ��� � �������� ��� ��� ��� ��� ����� �� ��� ��������� �������� ���������
�� �������� ������ �� ��� ����� �� ���� ��������� �� ��� ���� ����� ����� �� �� ���������
������� ����� ������ ����� ��� ��� ������ �� ���� ���� ��� ��������� �� �������� ����� ��
��� ������� �������� �� ��� ���� ������ ����� ��� �������� ���������� � ��� � �������� ����
����� �� ���� � ��� ��� ��� ����� �� ���� � �� ������ ��� ���� �� ��� ����� ����� � �����
���� ��� ��� �� ��� ��������� �������� ��������� �� ������� �� ������� ��� ���� �� ���� ����
����� ��������� ��� ���� �� ���� ���� �� ���� �� ������� � �������� ��������� ����������
���� ���� ����� ������� �� ������ ��� ������ PSi ����� ������ �� ����� �� ��� ����� ��
leafi� ��� ���� ���� ���� �� ��� ���� ��������� ���� �� ���� �� ���� � �� ���������� � ���
����� ��� �� ��� �� ������� ��������� �� ����� � ���� ���� ���� �������� ��� ��� ���������� ��� ����
�� �������� ������ ����� ���� ��� �� ��� ���� ���� �� ���� �� �������� ����� ������� ��� ������� ��� �����
����� �� �� ���� ������ ��� ����� �� ���� �� ���������� ������� ��� ��������� �� �������� ����� ��� ��� ����
�����
��� ������� ����� ��
  implicit
V: -1 1 1 2 2 3 3 2 0 0 2 2 1 1 1 0 1 2 1 0
V: 2 0 1 0 1 0 -1 -2 0 2 0 -1 0 0 -1 1 1 -1 -1
V: 3 1 2 1 2 1 1 1 1 3 1 1 1 1 1 2 2 1 1
PS: -1 2 3 5 6 8 9 10 11 12 15 16 17 18 19 20 22 24 25 26
c d f g i j k l m p q r s t u w y z A
Scatter leaves
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
c d f g i j k l m p q r s t u w y z A
a b e h n o v x
LCA . level(leaf i , leaf i+1)
Adjacent differences
(V i>0)? (V i+1):1
exclusive−All−Prefix−Sums
init :
������ ���� ����� �� �� ��������� ��� ������� ���������� ���� ���� ���� �����
�� ��� ����� PS �� ���� ���������� �� ��� ���������� ��� ��� ���� ����� �� ���� ������
����� �������� �� ����� ���� ��������� �� ��� ������ ������ ����� �� ����� ������ �� �� �� ����
N + 1 ��� N ������� ��� ��� ����������� ������� �� leafi �� PSi+1�
��� ������� ����� �� �� ���� �� ��� ��������� �������������� �� ���� � �� ��� ����������
�� −(sizeleaf )� ���� ��� �������� ����� �� ��� ���� �� � ����� ���� ����� �� −1 ��� ���������
�� ��� ������ ��� ���� ����� ���� �� ��������� ��� ��� ������� ���� ��������� ��
�� ��� ��� �� ��������� �� ��������� ��� ����� ����� �� ���������� �� ���� ���
�� �������� ������ ��������� � �� �������� ����� ��� �������� ���� ��� �������� ���� ������
����� ��� ����� ��� ���� �� ���� �� ������� ��� �� ��� �������� ��������� ��� ������
���������� �� ���������� � ������ ��������
����� �� ����� � ���� ���� �� �������� i� ������� �� ����i� �� LCA.levelDifference(i) =
LCA.level(leafi, leafi+1) − LCA.level(leafi−1, leafi) = k� ���� k > 0� ���� k ��������
����� ��� �� �� �������� ����������� �� ��� ���� ������ �������� �������� �� ��� �������� ��
����i� ���� �� ����� ����� �� ������ ��� �������� ����� �� ���� ���������
������ �� ���������� �� �������� ���� �� �� ��� ���� ���� ��� ���� ������� ��� ����� �� �
���� ��� ���� �� � ���� �� ��� ���� �� ������� ��� �� ������ {a, b}� �� ��� LCA(a, b)� ����
��� ������� ����� ��
��� ����� ������ �������� ���� �� ��� ��� �������� ���� ����� a ��� b� ������� ����� ���
����� �������� ������ a� b ��� c �� ��� �������� �������� ���� ������� ���� �� �����������
a� b ��� c ��� �� ��������� i− 1� i ��� i+ 1� ���� ��� ���� ��� �� ��������� ����� {a, b}
��� {b, c} ��� �� ��� ������ ���� ���� ��� ���� �� b� �� ���� ���������� �� ���� ���
��������������
��� ������ {a, b} ��� {b, c} ��� �� ��� ���� ������ ��
���� ���� ��� �� �������� �������
�� ���� ���� ���� ��� ���������� �� ��� ���� �� ��� ����� �� �������� ���� {a, b} ���
{b, c} ��� ��� ���� ����� ����� {a, b, c} ����� �� ������ �� ��� ������ �������� ���
���������� �� ���� ��� ��� �������� �� ��� ��� �� ������ ��� ���� ��� ���� �������� ����
������� �� ��������
���� ���� �� ��������� �� ��� ������ ������ {a, b} �� �� � ������ ����� ���� {b, c} ��������
������� �� ������ ��� � �� {a, b} �� �� � ����� ����� ���� {b, c} �������� ������� �� ������
�����
�� ���� ��� ������� ��� ������ �� �������� ����� �� �� �������� ������� ������ a ���
b �� ��� ��������� �������� �� ����� ���� ��� ��� ��� �� ��� ������
• ���� ���� ������� {a, b, c} �� �� ����� n� ���� � ����� ���� ������������ �� � � ���
������������ �� � �� ��� ��������� �������� ��������� �� b �� n−n = 0� ���� ����
���� �� ��� ���� �� ��� ������ �� �������� ����� ������� a ��� b �� ��� ��������� ����
����� ����� {a, b, c} = {a, b} �� ���� ����� ��� �� ��� ������ ������ a �� ��� ���������
��� ���� �� ������ �� �������� ����� ������� a ��� b ���������� ���� �� ��� �������
• ���� ���� �� ����������� ������ ��� ���� ����� {a, b} �� �� � ����� ����� �������� ����
��� ����� ���� {b, c}� ������� {a, b} �� �� ����� n ��� {b, c} �� �� ����� (n − k)� ���
���� k > 0� ����� ���� {a, b} ��� {b, c} ��� �� ��� ���� �� b� ��� ��� ���� �� �������
{a, b} �� ����� {b, c} �� ���� ����� ���� ��� ���� ���� {b, c} �� ��� ����� ������
�������� �� c� ��� �� �� �� ��� ���� �� a� �� �������� ���� �� �� �� ���� ��� �����
������ �������� {a, b, c} ����� �� �� ����� (n − k) �� ���� ����� ��� ��� ���������
�� ��� ���� �� a ���� {a, b} �� {a, b, c} ���� ������ a �� ��� ��������� ����� {a, b}
��� ������� ����� ��
��� ������ ������ a� �� ������ �� �������� ����� ������� a ��� b ���������� ����
�� ��� ������� ���� ���� ���� ���� �� ��� ���� ���� ����� ��� ��������� ��������
��������� �� ��������� �� LCA.level(b, c) − LCA.level(a, b) = LCA.level(a, b, c) −
LCA.level(a, b) = (n− k)− n = −k�
• ���� ���� �� ������� ��� ���� ����� {a, b} �� �� � ����� ����� {b, c} �� ��� �����
������� {a, b} �� �� ����� n ��� {b, c} �� �� ����� (n+ k)� ��� ���� k > 0� ����� ����
{a, b} ��� {b, c} ��� �� ��� ���� �� b� ��� ��� ���� �� ������� {a, b} �� ������ �������
�� ��� ����� �� ���� ����� ���� ��� ���� ���� {a, b} �� ��� ����� ������ ��������
�� a ��� �� �� ���� �� �������� �� {b, c} ���� {a, b} �� ��� ����� ������ �������� ��
a� b ��� c� ����� {a, b} = {a, b, c}� ����� �� �� ����� n �� ���� ����� ��� ��������� ��
��� ���� ���� {b, c} �� {a, b, c}� ��� ��������� {a, b, c}� ���� �� �� ������ �������
a ��� b �� ��� �������� �k �������� ����� ��������� �� ��� ������ ��� {a, b, c} ����
�� ������ ������ a �� ��� ��������� ���� ���� ���� �� ��� ���� ���� ����� ���
��������� �������� ��������� �� ��������� �� LCA.level(b, c) − LCA.level(a, b) =
LCA.level(b, c)− LCA.level(a, b, c) = (n+ k)− n = +k�
�� �� ���� ���� ����� �������� ����� ����� �� ��� ��������� �������� ��������� �� �
���� �� �������� i� ��� �� ��� ��� ���� ������ �� ������ ��� ������ �� �������� ����� ��
�� ������ ��������� ������ ������ � ����� �� ����� �� ��� ����� ������
���� ������ �� ��������� ��������� ������ �� �������� �����
�� ����i �� �������� ��� ����i
������� � �
������� < 0 �
������� n > 0 n
����� ���� ��������� ��������� ����� �� ����� � ��� � ���������� �� ��� ������ ��
�������� ����� �� �������� i �� ��� ���� ��������
��� ������� ����� ��
 a
{a,b}
 b  c
{b,c}



















0 = LCA.level adjacent difference 
(n – n)
LCA.levels n (n+k)
+k = LCA.level adjacent difference
(n + k) - n
LCA.levels n (n-k)
-k = LCA.level adjacent difference 
(n - k) - n
Impossible case
Case (a)
Case (b) Case (c)
level n
������ ���� ����������� ��������� ���������� ����� �� ��� ��������� ����� ���������� ���
������ �� �������� ����� �� �� �������� ������ � ����� ����
�� ��� ��� ������ ��������� � �� ����� ��� ��� ������� ���� ��� �������� ��� ������
���� �������� ���� ����� ��� �������� ���� ���� ���� ������ ��� ����������� �� �������� ��
��������� �� ���� ������ ������� ����� �� ���� �� ���� � ��� �� ���� �� ��������� �� �����
��� �� ����� � �� ��� ����� �� ��� LCA.levelDifference = 0� ���� n > 0� �� ���� ��
������� ����� ��� n �������� ����� �� ��� �������� �� ��� ����� ��������� 0 �������� ����� ���
��� ������� ����� ��
��������� �� ������ ���� �� ���� ���� �� �������� ����� ��� ��� ������� ���� �������� ������
������ ����� ������ ��� Vi �������� ����� ���� 1 ����� �������� ������ �� 0 ����� ����� ��
������ ���� ��� � ����� ��� ����������� ��������� Vi ← (Vi > 0) ? (Vi∗sizeint+sizeleaf ) :
sizeleaf � �������� �� �������� �� ���� � �� ��������� � ������� ��� ������� ������ ���������
�� ��� ����� �� ���������� (Vi > 0)� ���� ���� ����������� �� ������ ������
��� ������� ����� �� �� ���� �� ��� ��������� �������������� �� ���� � �� ��� ���������
�� −(sizeleaf )� ���� ��� �������� ����� �� ��� ���� �� � ����� ���� �� ������� ���� � ���������
��� ����� ��� � ��� ���� ����� ��� ��� �������� ����� �� ��� ���� � ���� �� ���� �������� ��
����� Vi� ������ ��� ���������� ������� ��� ���������� �� ��� ������� ������ ��� ���������
����� ��� ���� ������� ��� ������� �� ��� last ���� �� ���� ���� �� ��� ���� ���������
����������� ��� ����� �� ��� leafsize �� ��� ������� ����� �������� ��� ������� �� ��� ����
���� �� ���� ���� �� ��� ���� ��������� ���� ���� ��� ��������� ������ �� �� �� ���� N +1
��� N ������� ��� ��� ����������� ������� �� leafi �� PSi+1�
��������� � �������� �������� �� ������� ����� ����
� �������� ����� ��� ���� ��� �������� �����
� ������� �� ���
����� � ���������� ����� �� ������ �� ��������
������� ������ ���� ������ ���� ������ �� ����� ���
���� �� �� �������� ����� �� ��� ���������
�� ������� �� ����� �� ��� ��������� ��� ����� ��� �������� ������� �� ���������
Vi ← LCA.level(leafi, leafi+1)� LCA.level �� ���� ���� ��� ��� ��������� �� � ������
�� �������� �������� ���������� �� ������ �� ������ V � �� ��������� ��������� ���������
���������� �� �������� ������� Vi ← Vi − Vi−1�
���� ���� V0 �������� ���� � ������ ����� � −1 ��� �������� ����� ��� ������
�� ��������� ����� V ������ �� ��������� ��������� ����� ������ �� ���� ���������
Vi ← (Vi > 0) ? (Vi ∗ sizeint + sizeleaf ) : sizeleaf �
�������� ������ ������ ����� ������ ��� Vi �������� ����� ���� � �����
�������� ������ �� � ������ ����� �� ������ ���� ��� � ����
�� ������� � �������� ��������� �������������� �� ������ V ����
������� ����� � −(sizeint) ��������� ������ ���
�� ������� � �������� ������� �� ������ �� �� ��������� ����� ��� ����� ����� PSi+1
�� ����������� ������� �� ���� leafi �� ���� ������ ���� �������
��� ��� ��������� ��
Suppose:
 = sizeof( int_node ) = 3
  implicit  = sizeof( leaf_node ) = 2
V: -1 1 1 2 2 3 3 2 0 0 2 2 1 1 1 0 1 2 1 0
V: 2 0 1 0 1 0 -1 -2 0 2 0 -1 0 0 -1 1 1 -1 -1
V: 8 2 5 2 5 2 2 2 2 8 2 2 2 2 2 5 5 2 2
PS: -2 6 8 13 15 20 22 24 26 28 36 38 40 42 44 46 51 56 58 60
c d f g i j k l m p q r s t u w y z A
Scatter leaves
0 3 6 8 10 13 15 17 20 22 24 26 28 34 33 36 38 40 42 44 46 48 51 53 56 58 60
c d f g i j k l m p q r s t u w y z A
a b e h n o v x
LCA . level(leaf i , leaf i+1)
Adjacent differences








������ ���� ������� ��������� �� ��������� � ���� ������������� ����� �� internal ���
leaf ������ ������� ����� ��������� �� ��� �������
��� ��� ���������
��� ���������� �������� ��������� ��� ������ ���������� �� ���������� � ������ ������� ��
��������� �� ���� ������� �� ��������� �� ��� ��������� ����� �� ����� �� ����� �� ������
���� 3D ����������� (x, y, z) ��� ����������� ������� ����� �� ���� ����� �� � ������� ���
��������� �������� � ������ ����� �� ���������� �������� ���� ����� �������� �������
���� ������ �� ������ �������� ����� �� ����� ��� ����� ���� ���� ������ �� ������ �� ���
����������� ����� ����������� ��� �� ����� �� �������� ����� ���� �� ����������� �� ����
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�� V0 = V0 − (−1) � � ���� ���� V0 �������� ���� ����� � −1 ��� �������� ����� ���
������
��� ��� ���� ������ i �� �������� ��
��� �� i �= 0 ����
��� Vi ← Vi − Vi−1 � � �������� ����������� V0 �������� ���� � ������ ����� −1
��� ��� ��
��� ��� ���
��� ��� ���� ������ i �� �������� �� � Vi ��� ����� ����������� ����� ���� �� ����
��� Vi ← (Vi > 0) ? (Vi + 1) : 1� � �������� ������� ����� ��� Vi �������� ����� ���� � ����
��� ��� ��� � �������� �� �� ����� ������ ���� ��� � ����
��� PS ← exclusiveAllPrefixSums(−1, V ) � � ��������� �� ������ V ���� ������� ����� −1
��� linearTree← scatterLeaves(PS, leaves) � � ��� ����� ����� PSi+1 ��
� ����������� ������� �� ���� leafi �� ���� ���� �����
���
